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06 Eondrements et petites valeurs propres des
formes diérentielles
Pierre Jammes
Résumé. À ourbure et diamètre bornés, les valeurs propres non nulles du
laplaien de Hodge-de Rham agissant sur les formes diérentielles d'une variété
ompate ne sont pas uniformément minorées omme 'est le as pour les fontions,
et si l'une d'elle tend vers zéro alors le volume de la variété tend aussi vers zéro,
'est-à-dire qu'elle s'eondre. On présente ii les résultats obtenus es dernières
années onernant le problème réiproque, à savoir déterminer le omportement
asymptotique des premières valeurs propres d'une variété lorsqu'elle s'eondre.
Mots-lefs : eondrement de variétés, laplaien, formes diérentielles, petites
valeurs propres.
MSC2000 : 58J50, 58C40
1. Introdution
Soit (Mn, g) une variété riemannienne ompate onnexe orientable de
dimension n. Le laplaien de Hodge-de Rham, agissant sur l'espae Ωp(M)
des p-formes diérentielles de M , est déni par ∆ = dδ+ δd, où d désigne la
diérentielle extérieure et δ la odiérentielle, adjoint de d pour le produit
salaire L2 sur M . Lorsque p = 0, on retrouve le laplaien agissant sur les
fontions.
Le spetre du laplaien de Hodge-de Rham forme un ensemble disret de
nombres positifs ou nuls qu'on notera
0 = λp,0(M,g) < λp,1(M,g) ≤ λp,2(M,g) ≤ . . . ,
où les valeurs propres non nulles sont répétées s'il y a multipliité. La mul-
tipliité de la valeur propre nulle est un invariant topologique : 'est en fait
le p-ième nombre de Betti de la variété M .
L'étude du spetre du laplaien agissant sur les fontions montre qu'à
diamètre borné et ourbure de Rii minorée, la 1
re
valeur propre ne peut
pas être arbitrairement petite :
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Théorème 1.1. Soit a et d deux réels stritement positifs et n un entier.
Il existe une onstante c(n, a, d) > 0 telle que si (M,g) est une variété rie-
mannienne de dimension n dont le diamètre et la ourbure de Rii vérient
diam(M,g) ≤ d et Ric(M,g) ≥ −ag, alors
λ0,1(M,g) ≥ c.
Notons que e problème a fait l'objet de nombreux travaux ([LY80℄, [Gr80℄,
[BBG85℄ et [CZ95℄, par exemple).
B. Colbois et G. Courtois ont montré dans [CC90℄ que le théorème 1.1
ne se généralise pas aux formes diérentielles pour 0 < p < n  même
ave l'hypothèse plus forte de ourbure setionnelle bornée  en donnant
pour tout p des exemples de variétés M admettant une suite de métriques
(gi) telle que limi→∞ λp,1(M,gi) = 0, la ourbure et le diamètre de M étant
uniformément bornés. En outre, ils mettent en évidene le fait que si une
valeur propre tend vers zéro à ourbure et diamètre bornées  e qu'on
appelera petite valeur propre  alors le volume de la variété (ou de manière
équivalente son rayon d'injetivité) tend aussi vers zéro, 'est-à-dire qu'elle
s'eondre. Ces résultats soulèvent deux questions :
Question 1.2. À quelles onditions une variété qui s'eondre admet-elle
une  ou plusieurs  petite valeur propre ?
Question 1.3. À quelle vitesse les petites valeurs propres tendent-elles vers
zéro par rapport au volume ou au rayon d'injetivité de la variété ?
2. Contexte topologique et géométrique
Toutes les variétés n'admettent pas d'eondrement à ourbure bornée, il
existe des obstrutions topologiques. On peut par exemple remarquer que,
par dénition, une variété qui s'eondre a un volume minimal nul, et par
onséquent sa aratéristique d'Euler et tous ses nombres aratéristiques
sont nuls.
L'étude de es eondrement a fait l'objet de nombreux travaux, dont
on peut par exemple trouver un présentation sythétique dans [Ro02℄, et
on peut en fait dérire préisément les variétés qui s'eondrent. Si on se
donne une suite de métrique qui eondre une variété M , on peut en extraire
une sous-suite (gi) telle que (M,gi) onverge pour la distane de Gromov-
Hausdor vers un espae métrique. Dans le as où et espae est une variété
riemannienne lisse (N,h), on sait que M possède une struture de bré sur
N :
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Théorème 2.1 ([Fu87℄). Soit (Mi, gi) une suite de variétés ompates de
dimension n et (N,h) une variété riemannienne ompate de dimension m <
n. Si pour tout i la ourbure setionnelle de Mi vérie |K(M,gi)| ≤ 1, et
si (M,gi) onverge vers (N,h) pour la distane de Gromov-Hausdor, alors
pour tout i susamment grand il existe une bration pii : Mi → N dont la
bre est une infranilvariété.
K. Fukaya montre en outre dans [Fu89℄ un résultat semblable dans le as
général, l'espae limite de l'eondrement étant alors une variété stratiée.
Dans [CFG92℄, J. Cheeger, K. Kukaya et M. Gromov étudient de manière
préise la métriques des variétés eondrées et montrent que dans la situation
du théorème 2.1, la métrique le long des bres est prohe d'une métrique
invariante pour la struture nilpotente de la bre.
Pour l'étude des petites valeurs propres, on se plae don souvent dans
une situationM possède une struture de bré, en se restreignant eventuelle-
ment au as plus simple où la base ou la bre est xée.
3. Cohomologie limite
Pour répondre à la question 1.2 dans le as où (M,gi) tend vers une
variété riemannienne (N,h), J. Lott dénit dans [Lo02℄ un opérateur limite
pour le laplaien : quitte à extraire une sous-suite de (gi), le spetre du
laplaien de Hodge-de Rham onverge pour tout p et il existe un opérateur
noté ∆p∞ agissant sur un espae des formes diérentielles Ωp(N,E∗), où E∗
est un bré vetoriel gradué sur N dépendant deM , et dont le spetre {λ∞p,k}
vérie λ∞p,k = lim
i→+∞
λp,k(M,gi). La multipliité de la valeur propre nulle de
∆p∞ donne don le nombre de valeurs propres petites ou nulles produites par
l'eondrement. Par théorie de Hodge, on peut aussi identier le noyau de e
laplaien limite à une ohomologie limite de Ω∗(N,E∗).
L'étude de es objets limites n'est pas aisée, et les résultats généraux
de [Lo02℄ étant très tehniques, nous ne les énonerons pas ii. Nous allons
ependant en donner des orollaires simples.
Une situation assez bien omprise est elle des brés en tores sur le erle
s'eondrant sur leur base. Elle illustre le rle de la topologie dans l'existene
de petites valeurs propres. En ombinant les arguments de [Lo02℄ et [Ja03b℄
(voir aussi [Ja03a℄), on peut érire :
Théorème 3.1. Soit n ≥ 2, A ∈ SLn(Z), d la multipliité algébrique de la
valeur propre 1 de A et d′ sa multipliité géométrique. On onsidère le bré
M
pi
→ S1 de bre T n onstruit par suspension du diéomorphisme A. Alors :
3
1. b1(M) = d
′ + 1 ;
2. Si (gi)i∈N est une suite de métrique sur M telle que |K(M,gi)| ≤ a
et que la submersion pi soit une 1
i
-approximation de Hausdro, alors
il existe une onstante c(M,a) > 0 telle que λ1,d−d′+1(M,gi) > c pour
tout i.
3. Pour tout k ≤ d − d′, il existe une famille de métriques (gkε ) sur M
de ourbure et diamètre uniformément bornés par rapport à ε et une
onstante c′′(M) > 0 telle que (M,gε)
d
G-H−→ S1 et λ1,i(M,g
k
ε )→ 0 pour
i ≤ k quand ε→ 0, et λ1,k+1(M,g
k
ε ) > c
′′
si k < n.
4. Si la matrie A est semi-simple, alors M n'admet pas de petites valeurs
propres en s'eondrant sur S1, quel que soit le degré.
Remarque 3.2. Les points 2 et 4 mettent en évidene le rle de la topolo-
gie dans l'existene de petites valeurs propres, et le point 3 montre que la
géométrie de l'eondrement a elle aussi une inuene.
Pour les eondrements sur une variété N quelonque, un autre résultat de
[Lo02℄ donne des majorations du nombre de petites valeurs pour les 1-formes
en fontion de la topologie de M et N :
Théorème 3.3 ([Lo02℄). Lorsque M s'eondre à ourbure bornée sur N ,
le nombre maximal m de petites valeurs propres non nulles pour les 1-formes
vérie
m ≤ dim(M)− dim(N) + b1(N)− b1(M) (3.4)
et
m ≤ dim(M). (3.5)
L'inégalité (3.5) a la partiularité de ne pas dépendre de l'espae limite, mais
elle est peu préise ar à dimension xée, la topologie inue sur le nombre
de petites valeurs propres omme le montre le théorème 3.1, e qui soulève
le problème suivant :
Question 3.6. Comment estimer le nombre maximal de petites valeurs pro-
pres que peut admettre une variété M donnée  indépendamment de l'espae
limite de l'eondrement  en fontion de sa topologie ?
4. Minoration du spetre
4.1. Minoration par le rayon d'injetivité
Selon [CC90℄, si le diamètre, la ourbure et le rayon d'injetivité d'une
variété ompate (Mn, g) vérient |K(M,g)| < a, diam(M,g) < d et
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inj(M,g) > r, où a, d et r sont des réels stritement positifs, alors il existe une
onstante c(n, a, d, r) > 0 telle que λp,1(M,g) > c(n, a, d, r) > 0, pour tout
p. La démonstration donnée dans [CC90℄ ne permet malheureusement pas
d'expliiter ette onstante. Un progrès notable a été réalisé par S. Chanillo
et F. Trèves dans [CT97℄ en donnant une minoration expliite du spetre en
fontion du rayon d'injetivité et du nombre de boules géodésiques permet-
tant de reouvrirM . Plus préisément, on se donne un réel 0 < r < inj(M,g),
et on note N le nombre de boules géodésiques de rayon 4−nr néessaires pour
reouvrir la variété M . On a alors :
Théorème 4.1 ([CT97℄). Il existe une onstante C(n, a) > 0 telle que si
|K(M,g)| < a, alors
λp,1(M,g) ≥ C · r
−2N−4(n+1),
pour tout p.
Comme l'ont remarqué B. Colbois et G. Courtois dans [CC00℄, on peut en
déduire une minoration en fontion du seul rayon d'injetivité :
Corollaire 4.2. Pour tous réels a et d stritement positifs, il existe une
onstante c(n, a, d) > 0 telle que si |K(M,g)| < a et diam(M,g) < d, alors
λp,1(M,g) ≥ c · inj(M,g)
4n2+4n−2,
pour tout p.
Remarque 4.3. Ces estimations sont très générales : il n'y a auune hy-
pothèse sur la topologie de la variété.
Nous allons démontrer ii qu'un argument élémentaire de théorie de
Hodge permet de préiser es minorations, en partiulier lorsque p est petit
par rapport à n.
Théorème 4.4. Pour tous réels a et d stritement positifs, Il existe des on-
stantes C1(n, a), C2(n, a, d) > 0 telle que si |K(M,g)| < a et diam(M,g) <
d, alors on a pour tout p
λp,1(M,g) ≥ C1 · r
−2N−7(p+1)
et
λp,1(M,g) ≥ C2 · inj(M,g)
7n(p+1)−2.
Démonstration : Soit λ une valeur propre non nulle du laplaien agis-
sant sur les p-formes. Si λ admet une forme propre exate ω, S. Chanillo
et F. Trèves exhibent dans la démonstration du théorème 1.1 de [CT97℄
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une (p − 1)-forme ϕ et une onstante c(n, a) > 0 telle que dϕ = ω et
‖ϕ‖2 ≤ c · rN
7
2
p‖ω‖2. Si on note ϕ
′
la forme propre oexate telle que
dϕ′ = ω, on a alors λ =
‖ω‖2
2
‖ϕ′‖2
2
≥
‖ω‖2
2
‖ϕ‖2
2
≥ c−2r−2N−7p. Si λ n'admet pas de
p-forme propre exate, alors elle admet une p-forme propre oexate, dont
la diérentielle sera une (p + 1)-forme propre exate, de même valeur pro-
pre. En appliquant l'inégalité préédente à ette (p + 1)-forme, on obtient,
λ ≥ c−2r−2N−7(p+1).
Selon [Gr80℄, le nombre N est majoré par c′ inj(M,g)−n, où c′ est une
onstante stritement positive dépendant de a, d et n, e qui permet de
onlure à la minoration λp,1(M,g) ≥ C2 · inj(M,g)
7n(p+1)−2
. 
Remarque 4.5. Quand p > n2 , on peut améliorer la minoration en utilisant
le fait que λp,1(M,g) = λn−p,1(M,g).
À degré xé, l'exposant du rayon d'injetivité dans la minoration du
théorème 4.4 est une fontion ane de n au lieu d'une fontion quadra-
tique omme au orollaire 4.2. On peut envisager de se débarrasser de ette
dépendane par rapport au degré :
Question 4.6. Peut-on obtenir une minoration du spetre de la forme
λp,1(M,g) > c(n, a, d) · inj(M,g)
an+b
, où a et b sont des réels indépendants
de p ?
4.2. Spetre des brés prinipaux en tores
Une situation pour laquelle le omportement asymptotique des petites
valeurs propres est bien onnu est elle des brés en erles s'eondrant sur
leur base, qui a été étudiée par B. Colbois et G. Courtois :
Théorème 4.7 ([CC00℄). Soit a et d deux réels stritement positifs et
M
pi
→ N un bré en erle de dimension n et de lasse d'Euler [e] ∈
H2(N) sur une variété riemannienne (N,h). Il existe des onstantes
ε0(n, a, d, (N,h)) > 0 et Ci(n, a, d, (N,h)) > 0 pour i = 1, 2, 3 telles que
si g est une métrique sur M vériant diam(M,g) ≤ d, |K(M,g)| ≤ a et telle
que la submersion pi soit une ε-approximation de Hausdor pour ε ≤ ε0,
alors pour 1 ≤ p ≤ n,
1. λp,mp+1(M,g) ≥ C1 ;
2. Si [e] 6= 0, alors C2‖e‖
2
2ε
2 ≤ λ1,1(M,g) ≤ C3‖e‖
2
2ε
2
, où ‖e‖2 est la
norme du représentant harmonique de [e] ;
3. Si dimH2(N,R) = 1, alors
C2‖e‖
2
2ε
2 ≤ λp,k(M,g) ≤ C3‖e‖
2
2ε
2 pour 1 ≤ k ≤ mp,
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ave mp = bp(N) + bp−1(N)− bp(M).
On peut noter que l'exposant de ε dans les estimations des petites valeurs
propres est indépendant de la dimension, et que le paramètre ε est l'ordre
de grandeur de la longueur des bres, qu'on peut interpréter omme l'ordre
de grandeur du rayon d'injetivité ou du volume de M . La question se pose
naturellement de savoir dans quelle mesure es estimations se généralisent :
Question 4.8. Peut-on obtenir une minoration de λp,1(M,g) asymptotique-
ment de l'ordre de inj(M,g)2 ou Vol(M,g)2 quand la variété s'eondre ?
Notons qu'une minoration du spetre par Vol(M)2 entrainerait une minora-
tion par inj(M)2n, e qui répondrait armativement à la question 4.6. Par
ailleurs, on ne peut pas en général majorer les premières valeurs propres
omme dans le théorème 4.7 : quand la bre est de dimension stritement
supérieure à 1, le nombre de petites valeurs propres varie a priori ave la
géométrie de l'eondrement, même en supposant que le bré est prinipal
(voir [Ja03a℄).
L'étude des brés prinipaux en tores menée dans [Ja04℄ apporte quelques
éléments de réponse à la question 4.8. Tout d'abord, la réponse est négative
en e qui onerne la minoration par le rayon d'injetivité :
Théorème 4.9. Pour tout entier k ≥ 1 et pour toute variété (N,h) telle
que b2(N) ≥ k, il existe un bré prinipal M en tore T
k
sur N , une famille
de métrique (gε)ε∈]0,1] sur M , et des réels stritement positifs C(k, (N,h)) et
ε0(k, (N,h)) tels que la ourbure et le diamètre de (M,gε) soient uniformé-
ment bornés par rapport à ε, Vol(M,gε) = ε pour tout ε, et
λp,1(M,gε) ≤ C · inj
2k(M,gε) (4.10)
pour p = 1 et 2, et pour tout ε < ε0.
De plus, si b1(N) > b2(M), on a aussi pour p = 2 et 3
λp,b1(N)−b2(M)(M,gε) ≤ C · inj
2k(M,gε) (4.11)
L'étude du spetre des brés prinipaux en tores qui s'eondrent, et en par-
tiulier la démonstration du théorème 4.9, fait appel à la théorie des ap-
proximations diophantiennes, omme le montre l'exemple des brés en tore
T 2 :
Exemple 4.12. SoitM un bré prinipal en tores T 2 sur une variété N et g
une métrique T 2-invariante surM . Si on se donne un veteur v = (1, α) ∈ R2
ave α irrationnel, il induit par l'ation de T 2 un hamp de veteur invariant
V tangent aux bres. On dénit une famille de métrique (gε) sur M en
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déomposant g en la somme g = gV ⊕g⊥ d'une métrique gV dans la diretion
du hamp V et d'une métrique g⊥ sur l'orthogonal de V dans TM , et en
posant gε = ε
2gV ⊕g⊥. La variété (M,gε) s'eondre sur N quand ε→ 0 ar α
est irrationnel, la ourbure reste bornée et on montre dans [Ja04℄ qu'on peut
de plus hoisir le bré M de sorte que l'eondrement produise une petite
valeur propre pour les 1-formes, qui est alors de l'ordre de ε2.
Si on note
µ(α) = sup
{
ν, |α−
p
q
| <
1
qν
a une innité de solutions (p, q) ∈ Z2
}
l'exposant d'irrationnalité de α, on peut montrer (f. [Ja05℄) que
lim inf
ε→0
lnλ1,1(M,gε)
ln inj(M,gε)
=
2µ(α)
µ(α)− 1
.
Rappelons que µ(α) vaut 2 pour presque tous les irrationnels, et en partiulier
pour les irrationnels algébriques, mais peut aussi prendre toutes les valeurs
dans [2,+∞] selon le hoix de α.
Le seond résultat de [Ja04℄ est qu'on peut minorer le spetre des 1-formes
d'un bré prinipal en tore par le arré du volume :
Théorème 4.13. Soit deux réels a et d stritement positifs, un entier n ≥ 3
et (N,h) une variété riemannienne de dimension stritement inférieure à
n. Il existe des onstantes ε0(n, a, d, (N,h)) > 0, C(n, a, d, (N,h)) > 0 et
C ′(n, a, d, (N,h)) > 0 telles que si (M,g) est une variété riemannienne de
dimension n vériant diam(M,g) ≤ d, |K(M,g)| ≤ a et si pi : (M,g) →
(N,h) est une bration prinipale de bre T k qui soit une ε-approximation
de Hausdor ave ε < ε0, alors
λ1,1(M,g) ≥ C · Vol
2(M,g) ≥ C ′ · inj2k(M,g). (4.14)
Le théorème 4.13 soulève les deux questions suivantes qui restent ou-
vertes :
Question 4.15. Peut-on généraliser ette minoration aux p-formes diéren-
tielles, pour tout p ?
Question 4.16. La minoration du spetre par le volume au arré de la var-
iété se généralise-t-elle à d'autres familles de variétés ?
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5. Petites valeurs propres à ourbure minorée
Réemment a été abordé le problème de l'existene de petites valeurs
propres sous une hypothèse géométrique plus faible, à savoir que la our-
bure setionnelle est seulement bornée inférieurement, le diamètre restant
majoré. Plus préisément, des exemples de petites valeurs propres ont été
exhibés pour une famille d'eondrements à ourbure minorée présentée par
T. Yamaguhi dans [Ya91℄ : soit M une variété sur laquelle agit un groupe
de Lie ompat G (ette ation n'est pas néessairement libre). On munit
M et G des métriques bi-invariantes g et g¯ respetivement, et pour tout
ε ont dénit sur M la métrique gε omme étant la métrique quotient de
((G, ε2 g¯)× (M,g))/G pour l'ation diagonale de G. La variété (M,gε) tend
pour la distane de Gromov-Hausdor vers M/G quand ε→ 0, la ourbure
de gε restant uniformément minorée.
J. Takahashi a exhibé dans [Ta02℄ un premier exemple de petite valeur
propre en onsidérant une ation de S1 sur S2n (remarque : omme la ar-
atéristique d'Euler des sphères de dimension paire est non nulle, elles ne
peuvent pas s'eondrer à ourbure bornée). J. Lott a généralisé e résultat
dans [Lo04℄ en donnant pour tous les eondrements de Yamaguhi dérits
i-dessus une minoration du nombre de petites valeurs propres qui dépend
de la topologie de M et M/G.
Les onnaissanes sur e problème restent très limitées. On ne sait par
exemple pas si la liste de petite valeurs propres donné dans [Lo04℄ est ex-
haustive. En outre, le omportement asymptotique du spetre dépend de
la géométrie de l'eondrement, omme le montre l'exemple des sphères de
dimension impaire :
Exemple 5.1. On onsidère l'ation de SO(2n) sur la sphère S2n−1. L'ef-
fondrement de Yamaguhi (S2n−1, gε) assoié à ette ation est une simple
homothétie qui eondre la sphère sur un point sans produire de petite valeur
propre. Cependant, omme S2n−1 est muni d'une struture de bré en erle,
on peut ensuite appliquer le théorème 4.7 et eondrer e bré de manière
à obtenir une suite de métriques g′ε telle que g
′
ε ≤ gε et λ1,1(M,g
′
ε) < ε, la
ourbure restant uniformément minorée.
Remarque 5.2. L'exemple 5.1 peut se généraliser aux brés en erles
dont la base s'eondre à ourbure minorée. On peut noter par ailleurs qu'on
utilise le fait que la variété admet une petite valeur propre à ourbure bornée.
Question 5.3. Existe-t-il une variété M dont le volume minimal est nul,
qui n'admet pas de petite valeur propre à ourbure setionnelle bornée mais
qui en admet à ourbure minorée ?
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On peut aussi envisager d'aaiblir enore l'hypothèse sur la ourbure :
Question 5.4. Existe-t-il une variété qui n'admet pas de petite valeur pro-
pre à ourbure setionnelle minorée mais qui en admet à ourbure de Rii
minorée ?
Enn, on peut reformuler la question 4.8 ave es hypothèses :
Question 5.5. À diamètre borné et ourbure minorée, peut-on minorer la
première valeur propre du laplaien de Hodge-de Rham par le volume de la
variété au arré ?
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